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Literatura do zadan domowych:

e 0 zasadzie odbicia oraz o prawie arcusa sinusa: William Feller, Wstep do rachunku praw-
dopodobieristwa (tom 1),

e 0 zasadzie odbicia w elektrostatyce: Richard P. Feynmann, Feynmanna wyklady z fizyki
(tom 2.1, rozdzialy 6.6-6.9; Feynmann uzywa nazwy metoda obrazdéw),

e https://en.wikipedia.org/wiki/Lindstrom-Gessel-Viennot_lemma

Wszystkie ponizsze problemy sa zwiazane z zasada odbicia i / lub lematem Lindstroma, Gessela,
Viennota.

1. (ostroznie, fizykal)

e W odleglosci I nad nieskoniczong plaszczyzng wykonana z metalu umieszczono punk-
towy ladunek elektryczny Q. Wyznacz sile, z jaka plaszczyzna przyciaga tadunek.

e Dwie nieskonczone plaszczyzny wykonane z metalu przecinaja sie pod katem prostym.
W ogleglosci a od jednej z nich oraz w odlegtosci b od drugiej umieszczono tadunek
Q. Wyznacz site dzialajaca na tadunek. Jak zmieni sie wzér, jesli kat miedzy plasz-
czyznami wynosi 60°, a ladunek znajduje sie w jednej z dwbch ¢éwiartek przestrzeni,
ktére ograniczone sa katem ostrym?

2. Ile jest Sciezek Catalana dlugosci 2n? To znaczy: ile jest ciagdéw (a1, ..., a2,) 0 wyrazach
ze zbioru {—1,41} o tej wlasnosci, ze a; + - - - + a9, = 0 oraz ze dla kazdego 1 < k < 2n
zachodzi a; + - -+ + ap > 07 Hint: zasada odbicia. Humor moze poprawi¢ informacja, ze
jest to historia o Angelinie Jolie nad krawedzig przepasci w innych dekoracjach.

3. Tle jest bezpiecznych Sciezek dtugosci 2n? To znaczy: ile jest ciagéw (aq, .. ., as,) 0 wyrazach
ze zbioru {—1,+1} o tej wlasnodci, ze dla kazdego 1 < k < 2n zachodzi a1 + - -+ ag > 07
Hint: zasada odbicia. Kolejne zadanie o przepasci.

4. Standardowe tableau Younga
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to dowolne wypelnienie zadanego diagramu Younga

liczbami 1,...,n o tej wlasnosci, ze kazda liczba uzyta jest dokladnie raz, kazdy wiersz
jest rosnacy (od lewej do prawej), a kazda kolumna jest rosnaca (z dotu do géry). Znajdz
wzor na liczbe standardowych tableau Younga o zadanym ksztalcie A = (A1, A9, A3), gdzie
A1 2 A2 > Az to dlugosci kolejnych wierszy (zaczynajac od dolnego). Hint: lemat LGV.
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5. Zadanie o tajemniczej stalej, ktorej prowadzacy nie cheial wyjawié¢ podczas wykladu (slajd
—dwdch losowych nerwowych kolesiow). Na liczbach calkowitych Z spaceruja dwa lu-
dziki. Ludzik numer ¢ € {1,2} znajduje sie poczatkowo w parzystej licznie x,;; w kazdej
sekundzie ludzik wykonuje krok o jednostke w prawo (z prawdopodobiefistwem p;) lub
krok o jednostke w lewo (z prawdopodobiefistwem ¢; = 1 — p;). Zakladamy, ze ©1 < 2o
oraz y; < yo. Czekamy t sekund. Uzasadnij, ze prawdopodobienistwo tego, ze po uplywie
t sekund pierwszy ludzik znajdzie sie w punkcie 1, drugi ludzik w punkcie o oraz przez
caly ten czas ludziki sie nie zderza, wynosi
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gdzie P;(a — b) oznacza prawdopodobienstwo tego, ze ludzik numer i startujacy z punktu

a po t sekundach znajdzie sie w punkcie b. Jak wyglada analogiczny wzér dla trzech
ludzikow?

6. (To doé¢ trudne zadanie, ale rzuca ono $wiatlto na cze$é odezytu zatutulowana Science
fiction.) Algorytm Robinsona—Schensteda zadaje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é
pomiedzy:

e ciggami (ay,...,a,) o wyrazach z jakiego$ uporzadkowanego zbioru Z, oraz
e parami (P,Q), gdzie P jest semistandardowym tableau o elementach ze zbioru Z;
ponadto @ jest standardowym tableau Younga; tableau P oraz ) maja ten sam
ksztalt.
Stosujemy algorytm Robinsona—Schensteda do ciagu aq, . . ., a, niezaleznych zmiennych
losowych o tym samym rozktadzie

]P’(aizl):p, }P’(ai:2):q:1fp.
Tableau P nie bedzie nam dzi§ potrzebne. Tableau @ ma (najwyzej) dwa wiersze. Dla

kazdego t € {0,...,n} w chwili ¢ umieszczamy Bruce’a Willisa niedaleko przepasci w
punkcie

]P’l(xl — y1) ]P)Z(x2 - y2) - (

(liczba wyrazéw tableau @ w dolnym wierszu, ktére sa < t)—
(liczba wyrazéw tableau Q w gérnym wierszu, ktére sg < t).

Udowodnij, ze taki Bruce Willis zachowuje sie tak samo (czyli rozklad prawdopodo-
biehstwa jego trajektorii jest taki sam), jak Angela Jolie podczas pierwszych n krokéw
swego nieskonczonego spaceru, ktory rozpoczyna nad sama krawedzig przepasci w punkcie
0, potem w kazdej jednostce czasu przesuwa sie w prawo z prawdopodobienstwem p lub w
lewo z prawdopodobienstwem g = 1 — p, i jest uwarunkowana, aby nigdy nie wpasé
do przepasci. Aby si¢ nie stresowaé, zaloz ze p > %

Jedli aq,...,a, to ciag niezaleznych zmiennych o tym samym rozkladzie na zbiorze
{1,2,3}, tableau @ moze by¢ zinterpretowane jako historia trzech kolesiéw; w jednostce
czasu dokladnie jeden z nich (wybrany losowo) przesuwa sie o jednostke w prawo i sa oni
uwarunkowani, aby nigdy si¢ nie zderzy¢.



