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LIS = Longest Increasing Subsequence
23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41

jaka jest dtugos¢ najdtuzszego podciggu rosnacego?

LIS(23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41) = 4

problem Stanistawa Ulama Mh

niech m, oznacza losowa - =
permutacje liter 1,2,...,n

co mozna powiedzie¢
o zmiennej losowej LIS(7y,)
w granicy n — oo?

the end
000
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algorytm Robinsona—Schensteda—Knutha jest bijekcja. . .

wyjscie:
wejscie: @ semistandardowe tableau P,
@ ciagw = (wy,...,w,) @ standardowe tableau Q,

P i @ maja ten sam ksztatt
ztozony z n klatek

przyktad:
w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41)
74199 819
23|53 |70 4 | 6|7
16 | 37 | 41 | 82 112]13]|5

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)
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algorytm Robinsona—Schensteda—Knutha
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insertion tableau P(w)

w = (23)

the end

recording tableau Q(w)
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reprezentacje

algorytm Robinsona—Schensteda—Knutha
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53

74

insertion tableau P(w)

w = (23, 53, 74)

1] 2

3

the end

recording tableau Q(w)
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16 | 53 | 74 1123

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16)
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reprezentacje

algorytm Robinsona—Schensteda—Knutha

23

16

53

74

99

insertion tableau P(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99)

1] 2

3

5

the end

recording tableau Q(w)
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algorytm Robinsona—Schensteda—Knutha

23

74

16

53

70

99

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70)

insertion tableau P(w)

1123

5

the end

recording tableau Q(w)
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algorytm Robinsona—Schensteda—Knutha

23

74
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82

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82)

insertion tableau P(w)

112135

the end

recording tableau Q(w)
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74
23| 53| 99
16 | 37 | 70 | 82

insertion tableau P(w)

8
416 |7
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the end

recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37)
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74 1 99
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insertion tableau P(w)
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the end

recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41)
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74

53 | 99

23 (37|70
16 | 34 | 41 | 82

insertion tableau P(w)

10

819

416

1] 2 5

the end

recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 34)
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82
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the end

recording tableau Q(w)
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23 | 99

16| 37 | 70

82

2 | 34|41
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insertion tableau P(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 34, 73, 2)

12

10

819
416|711
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the end

recording tableau Q(w)
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the end

algorytm Robinsona—Schensteda—Knutha

74 12
53 | 99 1013
23 | 37 819
16 | 34 | 70 | 82 416|711
2124|4173 112|315
insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 34, 73, 2, 24)
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dtugos¢ pierwszej kolumny = dtugos¢ najdtuzszego podciagu malejacego

dtugos¢ pierwszego wiersza

dtugosé najdtuzszego
podciagu rosnacego
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dtugos¢ pierwszej kolumny = dtugos¢ najdtuzszego podciagu malejacego

dtugos¢ pierwszego wiersza

dtugosé najdtuzszego
podciagu rosnacego

na jakie zabawne pytanie jesli permutacji 7

dotyczace odpowiada para tableau (P, Q)
podciagéw rosnacych
odpowiedz brzmi:

.faczna dtugosé

pierwszych dwéch wierszy'"?

to jakie tableau
odpowiadaja
permutacji odwrotnej 7717
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kombinatoryka
algebraiczna:

@ magiczne
bijekcje,

chcesz wiecej?

o —
Viennot's
geometric
construction,

000
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problem Ulama, na sterydach

niech m, oznacza losowa
permutacje liter 1,2,..., n;

co mozna powiedzie¢ o ksztatcie
tableau P(m,) oraz Q(m,)
w granicy n — oo?
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@000

I
I

problem Ulama, na sterydach

niech m, oznacza losowa
permutacje liter 1,2,..., n;

co mozna powiedzie¢ o ksztatcie
tableau P(m,) oraz Q(m,)
w granicy n — oo?

jesli A to diagram o n klatkach,
jego prawdpodobienstwo wynosi

gdzie f* to liczba standardowych
tableau o ksztatcie A



ksztatt graniczny
[e] le]e}

hook-length formula

jesli A to diagram o n klatkach,
liczba standardowych tableau o
tym ksztatcie wynosi

X A n!
HDeA ho

h,=5

Dalsze kroki:
@ logarytm zamienia iloczyn na sume,
@ suma moze by¢ przyblizona przez (podwdjna) catke,

@ rachunek wariacyjny jest naszym przyjacielem
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problem Ulama, na sterydach

niech m, oznacza losowa
permutacje liter 1,2,..., n;

|
T T 1
N
S

[T "
| LA™

co mozna powiedzie¢ o ksztatcie
tableau P(m,) oraz Q(m,)
w granicy n — oo? \

tak, istnieje ksztatt graniczny!
LOGAN&SHEPP, s
VERSHIK&KEROV 1977
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maty morat
kombinatoryka algebraiczna:

@ zliczanie obiektéw,
magiczne wzory, . ..,

the end
000

kombinatoryka asymptotyczna:

@ czy istnieje ksztatt graniczny
interesujacych nas skonczonych
obiektéw kombinatorycznych?

wiecej pieknych widoczkéw:

o —Aztec domino,

e —Alternating Sign Matrices,



rozktad graniczny
@00

S. Ulam:
Longest Increasing
Subsequence
jaki ma rozktad
graniczny?

180 185 190 195 200 205
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[e]e] 00000 0000 @00
S. Ulam: moze rozktad Gaussa?
Longest Increasing
Subsequence
jaki ma rozktad
graniczny?

- GN448010058

ZEHN DEUTSCHE MARK

180 185 190 195 200 205

i ey

PN

reprezentacje
0000000

the end
000
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[e]e] 00000 0000 @00
S. Ulam: moze rozktad Gaussa?
Longest Increasing
Subsequence

jaki ma rozktad
graniczny?

- GN448010058

i
H

180 185 190 195 200 205

=== NG e N

jednak NIE

reprezentacje
0000000

the end
000
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S. Ulam: moze rozktad Gaussa?
Longest Increasing
Subsequence
jaki ma rozktad
graniczny?

- GN448010058

180 185 190 195 200 205

jednak NIE

reprezentacje the end
0000000 000

niespodzianka:
to jest
rozkfad
Tracy 'ego—Widoma
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uniwersalny, najwazniejszy rozktad prawdopodobienstwa

nastepujace zmienne losowe

(po przesunieciu i przeskalowaniu)
maja ten sam rozktad graniczny
(=rozktad Tracy'ego—Widoma):

@ dtugos¢ najdtuzszego podciagu rosnacego LIS(7,,)
w losowej permutacji 1,...,n, dla n — oo
BAIK, DEIFT, JOHANSSON
OKOUNKOV

@ najwicksza warto$¢ wtasna
najpiekniejszej na $wiecie hermitowskiej macierzy losowej n x n
dla n — oo,

@ m.in. rosnaca granica osrodkéw pomiedzy turbulencjami w
ciektym krysztale
TAKEUCHI, SANO, SASAMOTO, SPOHN
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maty morat

kombinatoryka asymptotyczna:

4
€ e zwiazki z
teoria macierzy losowych,
[ x @ poszukiwanie uniwersalnosci,

) o ...,




LIS RSK ksztatt graniczny rozktad graniczny reprezentacje
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(dyskretna) transformata Fouriera

zamiast badac¢ funkcje na prostej x — f(x)
lepiej bada¢ jej transformate Fouriera

A= / e™ f(x) dx

the end
000

zamiast badac¢ ciag (a1, a2,...,an)
lepiej bada¢ jego dyskretna transformate Fouriera

j km
k E 2™ am,

1<m<n

ale jak zdefiniowa¢ transformate Fouriera na nieprzemiennej grupie?
—teoria reprezentacji
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reprezentacje 1

teoria reprezentacji: na jakie sposoby abstrakcyjna grupa
moze by¢ zrealizowana konkretnie jako grupa macierzy?

1
grupa permutacji S(3)
permutacje zbioru {1,2, 3}

2 3

formalna definicja: reprezentacja p grupy G is to homomorfizm
P G — Mk

z grupy w odwracalne macierze



reprezentacje
00®0000

reprezentacje 2

dowolny obrét dwunastoscianu
zadaje parzysta permutacje
pieciu szescianéw,

element grupy alternujacej
2(5)

to jest bijekcja

odwrécenie optyki:
reprezentacja grupy
alternujacej 24(5)
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reprezentacje
00®0000

reprezentacje 2

dowolny obrét dwunastoscianu
zadaje parzysta permutacje
pieciu szescianéw,

element grupy alternujacej
2(5)

to jest bijekcja

odwrécenie optyki:
reprezentacja grupy
alternujacej 24(5)




LIS

RSK ksztatt graniczny rozktad graniczny reprezentacje the end
00000 0000 000 00®0000

reprezentacje 2

dowolny obrét dwunastoscianu
zadaje parzysta permutacje
pieciu szescianéw,

element grupy alternujacej
2(5)

to jest bijekcja

odwrécenie optyki:
reprezentacja grupy
alternujacej 24(5)




LIS

RSK ksztatt graniczny rozktad graniczny reprezentacje the end
00000 0000 000 00®0000

reprezentacje 2

dowolny obrét dwunastoscianu
zadaje parzysta permutacje
pieciu szescianéw,

element grupy alternujacej
2(5)

to jest bijekcja

odwrécenie optyki:
reprezentacja grupy
alternujacej 24(5)




LIS

RSK ksztatt graniczny rozktad graniczny reprezentacje the end
00000 0000 000 00®0000

reprezentacje 2

dowolny obrét dwunastoscianu
zadaje parzysta permutacje
pieciu szescianéw,

element grupy alternujacej
2(5)

to jest bijekcja

odwrécenie optyki:
reprezentacja grupy
alternujacej 24(5)




LIS RSK ksztatt graniczny rozktad graniczny reprezentacje the end
00 00000 0000 000 00®0000 000

reprezentacje 2

dowolny obrét dwunastoscianu
zadaje parzysta permutacje
pieciu szesciandw,

element grupy alternujacej
2(5)

K
/

7
L
1<
N
N

to jest bijekcja

N\

odwrdcenie optyki:
reprezentacja grupy
alternujacej 24(5)




LIS

RSK ksztatt graniczny rozktad graniczny reprezentacje the end
00000 0000 000 00®0000

reprezentacje 2

dowolny obrét dwunastoscianu
zadaje parzysta permutacje
pieciu szescianéw,

element grupy alternujacej
2(5)

to jest bijekcja

odwrécenie optyki:
reprezentacja grupy
alternujacej 24(5)




LIS RSK ksztatt graniczny rozktad graniczny reprezentacje

(e]e] 00000 0000 [e]e]e} 000e000

nieredukowalne reprezentacje

grup permutacji 6(1) C 6(2) € &(3) C

-

R

~p

\Dj/ \
TS Hm
[T
Edssss

teoria reprezentacji «+— kombinatoryka

the en

[e]e]e}



LIS

RSK ksztatt graniczny rozktad graniczny reprezentacje
0000800

kombinatoryka «— teoria reprezentacji / algebra

ponizsze dwa losowe ksztatty majg ten sam rozktad:

@ PROBLEM ULAMA, NA STERYDACH
wez losowa permutacje « liter 1,...,n
i wyznacz wspdlny ksztatt tableau P(7) oraz Q()
zadanych przez algorytm RSK

@ PRAWIE NAJWAZNIEJSZY PROBLEM
NIEPRZEMIENNEJ ANALIZY FOURIERA
roztéz tzw. reprezentacje lewa regularng £?(&(n))
na nieredukowalne skfadniki,
w losowy sposéb wybierz jeden nieredukowalny skfadnik,
popatrz na odpowiadajacy mu ksztatt diagramu

the end
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Zk = Xk — Yk
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Je=(1,k)+(2,k)+---+ (k — 1, k) to suma matych transpozycji

E [z = trp(J)
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kombinatoryka algebraiczna:

1

e zwigzki z
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B kombinatoryka asymptotyczna:

@ zwiazki z asymptotyczna
teorig reprezentacji,
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product placement 1

Textbooks

The Surprising
Mathematics of
Longest Increasing

Subsequences

Dan Romik darmowy, legalny

plik PDF
na stronie autora
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product placement 2

Analytic

Combinatorics darmowy, legalny

plik PDF
na stronach autoréw

Philippe Flajolet and
Robert Sedgewick
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zaproszenie do kombinatotyki asymptotycznej
jest zawsze aktualne

dalsza lektura / materiaty wideo
— psniady.impan.pl Lecture notes
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