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nasz ulnbiong pryhtad : grupa (Zz , • )

23=10 , H , I }
T

! notaja multiple. katywna

a. lb = Kat b mod 3D

rip. ① . I = 40+2 mad 3D = I

I . It = ¢ 2+1 mod 3D = ①



algebra grupowa ①Z
,
to

. . .

WERSH A

{ f : Zz→ I } [przestreiliniowa ]

Ze strutting mnoienia : olla f. GEEZ,

(f - g) (x ) =L
,
flat . glb)

a. be 2/3
a- b=x



algebra grupowa ①Z
,
to

. . .

WERSH B

. . .

zbior formalnych kombinagi liniowych

{ fool + fit + fz. -I :

mnoienie:-#
' fo , fu , f.z.ee }

(2-0+1 - H ) . ( 4. H' + 3. 2) =
=8H62 -14 - Htt + 3. II.I



algebra grupowa ①Z
,
to

. . .

WERSH B

. . .

zbior formalnych kombinagi liniowych

{ fool + fill + fz. -I :

mnoienie:-#
' fo , fu , # c- E }

(2-0+1 - H ) - ( 4. H' + 3. 2) =
=8t6 +4 - Htt + 3. II.I =

= 8. I + 6 . I +4 - I + 3.0



algebra grupowa ①Z
,
to

. . .

WERSH B

. . .

zbior formalnych kombinagi liniowych

{ fool + fit + fz. -I :

mnoienie:-#
' fo , -4 , # c- E }

(2.0+1.1114 - H' + 3. 2) =
=8t6 +4 - Htt + 3. II =

= 8. I + 6 . I +4 - I + 3.0 =

= 3.0+8-1-+10 - I



na siciankach kosthi do gry umieszczono elements Zz

X
,
- .

.

,
Xeoo to wynihi niezaleinych rzutow

(Xi -- 01=0
,
P(Xi - 1) =3

,
Blk. --1) =3

rozhtad Xi - - Hoo = ? [algebra
gwrpoowamaga ]

( 0.0+31-+3.27=7
.



transformata Fourier na ① 2/3 try odwzorowania

Fo , Fu , Fz : ①Zz→ ¢
linioue

F.it?ne.z,.fmmJ=?gfmfe "Y
"

FAI Fk (f -g) = Elf ) - Ilg )
czyli Fk jest HOMOMORFRMEM ALGEBR .

⑧

Fill } II + II )
'"

) -- (Fafsa 's ID
""

-

te tray liczbywyznaczajgjednoanaczn.ie [311+5.2]
""



nasz ulubiony przyhtad : grupa pevmutagi Sz

÷÷: .i÷÷÷÷÷÷÷:*:
mnoienie w grupie to shtadan.ie peumutagi



pojedyncrepnetasowaa.ie treats Kat wyglsda tale :

P = 's PKI;) -- E .

jaki jet rozhtad puaudopodobienstua po 100 pretaiouaniach ?

100

E. I + I ¥ ] = 7
O

-
element algebry gupowej ① 53

transformata Fourier ?



DEFINICJA

jes't G -

grupa shonicrona
V - prustrzen liniowa , dim V L D

S : G→ GUV)
[ odwracalne pruksztacenia liniowe ]

jest homomoufizmem grup , ten

flit, Tz ) = SIT. ) glitz) olla VII. Iz EG

Wo'wc2as moiwimy, ie
S jest reprezentacjg G

a Clasen moiwimy, ie
V jest reprezentacjg G



DEFINICJA

jest G -

grupa shonicrona
V - przestrzen liniowa , dim V L D

f : G→
n'wnowainie : odwracaene
macierze ustalonego rozmiaru

jest homomoufizmem grup , ten

flit, Tz ) = SIT. ) glitz) olla VII. Iz EG

hiowczas moiwimy, ie
f jest reprezentacjg G

a Clasen moiwimy, ie
V jest reprezentacjg G



PRZYKTADY
REPREZENTA i permutagi ITE S3
S3 h pnypisujemy irometris trojhgta ,

ktora pevmutuje wienchochi u

,•
A odpouiedni spoil .

\ to jet isometric liniowa
I -

-

n l
.¥¥- I n

-

- -

•• SEE,
2 3



PRZYKTADY
REPREZENTA i

S3
HR
#

O n

kaidej permutagi IT prypiwjemyodwuoouan.ie liniowe

'

ed :R→lR ( tub macien [13 )

f.III



PRZYKTADY
REPREZENTA i

S3
f- R

Fs

SH) = {!!, {!?g jeili IT jet parysta

jeili IT jest nieparysta

SE
,



PRZYKEADY REPREZENTACJI Sz

permutacia TESS dziata permuty.sc
wspetrydne wehtora :

sci:*:S
Ii"

podprustnenieniezmiennicudlawsry.tt#gCt) :

W = { II) : xeR } I 2 = { (E] : xty -12=0}

Oba's cie f do W lab Z ro
'

wniei jest repreuntacjg



Niels V bsdrie representaig gimpy
G
.

Jes't istnieje prestress
' linioua WE V

taka
, ie V-geG Slg ) WEW , µ? no.

? :*
.
.

jet representa gig

oraz W F fo}
,

W # V tei sang. gimpy G .

to moving, ie V jet redukowalna
. I Fb !

W pneciwngm raze V jet niereduhowdna ( BRAVO!



dowolny obrót dwunastościanu
zadaje parzystą permutację
pięciu sześcianów,
element grupy alternującej
A(5)

to jest bijekcja

odwrócenie optyki:
reprezentacja grupy
alternującej A(5)
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transformata Fourier na Ess

try fee,
: ES
,
→ Mz 3%9%17×2

wspaniate
funkie g ,#

: ICS
,
→ M

.

-

- E 39%714×1

51¥ : Ess- M
.

- E 59%714,
100

silts # + ÷
"

f- ( sits # + e. ¥1)
-

= ? potsgowanie macie ray 1×1 i 2×2

4th -11 rotuman' wystarcza , by nie jest takie bolesne

wyznaczyi element ① Sz



Po co ludzhoici teoria reprezentagi ?



Po co ludzhoici teoria reprezentagi ?

" jest. Two'j problem ma symetris ,

wykorrystaj jg !
"

H H chemia kwantowa :
I r

c- c
/ - -

,

l

H - C f '

,
C - H

Kaidu prestress wtasna
\ -

-

- r hamiltonian jest
C- C
,

a repverentagig gimpy
H H ihmetrii szesciohgta



Po co ludzhoiciteoriareprezentagi.sn ?

Pytanie : ile ray naleiy przetasowac tales kart ,
tak aby byta dobre pnetasowana ?

probabilityha na grnpach
anodize harmonicana na gmpach
substytut transformaty Fouriera



Po coludzhoiciteoriareprezentagi.sn?Pytanie:ileprostych
precina

Zadane eatery paste w 1123 ?

geometric algebra iczna
rachunek Schuberta

wiehomiany Sakura



Po coludzhoiciteoriareprezentagi.sn?Pytanie:czyPtNp?

geometrycznateo.viaztoionos.ci



I begin { science fiction }

nieredukowalne diagram, Younga
reprezentacje I zioione z

n keatek"

FEET
co moina powiedziec o reprezentacjach Sn

w granicy n→ - ?



jak wyglgda typowa reprezentaga Sn ?

>rzestrcen
' liniowa
=

grupa Sn dziata na algebra gwpowg' CIS,zatemcsnje.tn#imiiMreprezentaggnaswieie/ !!g÷ a

✓ozhtad na

① Sn = VA ① -
- - ④ Vt nieredukowalne

shtadniki

jak wyglgda losowy niereduhowalny shtadnik ?



losowynieredukowalnyshtadnikreprezentagi.GS.
"

Iii :÷÷÷÷:÷÷÷÷:c:*. 'iE¥⇒⇒
Zagadka : okaczego ? =1 ?



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha jest bijekcją. . .

wejście:
ciąg w = (w1, . . . ,wn)

wyjście:
semistandardowe tableau P ,
standardowe tableau Q,

P i Q mają ten sam kształt
złożony z n klatek

przykład:
w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41)

16 37 41 82

23 53 70

74 99

1 2 3 5

4 6 7

8 9

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha — krok indukcyjny

16 37 41 82

23 53 70

74 99

1 2 3 5

4 6 7

8 9

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41)
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w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 18)
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16 37 41 82

23 53 70

74 99

37

18
1 2 3 5

4 6 7

8 9

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 18)
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16 41 82

23 53 70

74 99
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18
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8 9

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 18)
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16 41 82

23 53 70

74 99

18
37

1 2 3 5

4 6 7

8 9

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 18)
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16 41 82

23 53 70

74 99
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8 9

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 18)
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16 41 82

23 53 70

74 99
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37
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8 9

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 18)
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16 41 82

23 53 70

74 99

18
37

53

1 2 3 5

4 6 7

8 9

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 18)
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16 41 82
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algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha — krok indukcyjny

16 41 82

23 70

99

18

37

53

74

1 2 3 5

4 6 7

8 9

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)
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algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha — krok indukcyjny

16 41 82

23 70

99

18

37

53

74

1 2 3 5

4 6 7

8 9

nowa klatka

10

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 18)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha — krok indukcyjny

16 18 41 82

23 37 70

53 99

74

1 2 3 5

4 6 7

8 9

10

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 18)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = ;



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

23 1

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

23 53 1 2

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

23 53 74 1 2 3

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

53 7416

23

1 2 3

4

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

16 53 74

23

99 1 2 3 5

4

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

16 53 99

23

70

74

1 2 3 5

4 6

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

16 53 70

23 74

82

99

1 2 3 5

4 6 7

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

16 70 82

23 99

37

53

74

1 2 3 5

4 6 7

8

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

16 37 82

23 53

74

41

70

99

1 2 3 5

4 6 7

8 9

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

16 41 82

23 70

99

34

37

53

74

1 2 3 5

4 6 7

8 9

10

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 34)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

16 34 41

23 37 70

53 99

74

73

82

1 2 3 5

4 6 7 11

8 9

10

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 34, 73)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

34 41 73

37 70 82

99

2

16

23

53

74

1 2 3 5

4 6 7 11

8 9

10

12

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 34, 73, 2)



algorytm Robinsona–Schensteda–Knutha

2 41 73

16 70 82

23

53

74

24

34

37

99

1 2 3 5

4 6 7 11

8 9

10 13

12

insertion tableau P(w) recording tableau Q(w)

w = (23, 53, 74, 16, 99, 70, 82, 37, 41, 34, 73, 2, 24)



długość pierwszego wiersza
=

długość najdłuższego
podciągu rosnącego

długość pierwszej kolumny = długość najdłuższego podciągu malejącego

na jakie zabawne pytanie
dotyczące
podciągów rosnących
odpowiedź brzmi:
„łączna długość
pierwszych dwóch wierszy”?

jeśli permutacji ⇡
odpowiada para tableau (P ,Q)

to jakie tableau
odpowiadają
permutacji odwrotnej ⇡�1?



długość pierwszego wiersza
=

długość najdłuższego
podciągu rosnącego

długość pierwszej kolumny = długość najdłuższego podciągu malejącego

na jakie zabawne pytanie
dotyczące
podciągów rosnących
odpowiedź brzmi:
„łączna długość
pierwszych dwóch wierszy”?

jeśli permutacji ⇡
odpowiada para tableau (P ,Q)

to jakie tableau
odpowiadają
permutacji odwrotnej ⇡�1?



losowynieredukowalnyshtadnikreprezentagi.GS.
"

Iii :÷÷÷÷:÷÷÷÷:c:*. 'iE¥⇒⇒
Zagadka : okaczego ? =1 ?



losowynieredukowalnyshtadnikreprecentagi.GS.
""

÷÷÷÷÷÷÷÷:÷÷::*. 'i¥¥⇒.
'

T
FAKT 2

. TTT
F' =

KEMI
¥7, hake, hak = 4



konklnzja :

prawo wielkich liczb LOGAN - SHEPP - VERSHIK - KEROV

Z -
^

÷
'

¥¥÷÷
: :

=

" istnieje konkretny ksztattgraniczny
"



e-teoriareprezentacji algebra

fi -ASYMPTOTYCZNA

L TEORIIA

kombinatoyka ✓ REPREZENTACJI

algebraicna) ) \ rapcrhauunaekopodobienistua
teoria macierzy analiza

losowych



psniady.impan.pl/lecture-notes

psniady.impan.pl/jobs

co czytae ? literatura i bonusy :

szukasz promotor ?



szkoła letnia z kombinatoryki algebraicznej
6–10 lipca 2020, Kraków

trzy wątki tematyczne
(5 godzin wykładów + 1 godzina ćwiczeń każdy)

invited speakers:
I Valentin Féray,
I Vic Reiner,
I Anne Schilling,

�! psniady.impan.pl/school


